План конспекта урока  №  1-2
Предмет: Элементы высшей математики            
Группа:  ПС-18                     Дата
Тема: «1.Матрицы и их свойства. Действия над матрицами. 2 Определители и их свойства. Миноры и алгебраические дополнения.».
Тема программы: тема 1.1. Матрицы и определители
Место урока в изучаемой теме: 1 урок 

Тип урока: Урок изучение нового материала.
Виды уроков: урок теоретических или практических самостоятельных работ;
Триединая задача: 

Образовательные: познакомить с понятиями матрицы, определителя матрицы, рангом матрицы, научиться выполнять действия над матрицами; показать студентам практическое применение темы. 
Развивающие:
продолжить отрабатывать вычислительные навыки при решении задач по специальности; продолжить развитие умений обобщать, систематизировать, делать выводы, сравнивать.

Воспитательные: 

продолжить формирование необходимости повышения  профессионального уровня; продолжить формирование умения принимать решения и отвечать за принятые решения.

Оборудование: компьютер и проектор, раздаточный материал (учебник) , раздаточный материал для заданий, компьютерная презентация и программа.

Содержание учебного материала:
Определение матрицы, арифметические действия над матрицами, определитель матрицы и его свойства.
Формы организации учебной деятельности:  фронтальная работа, индивидуальная работа, работа в группах. 

Оборудование: мультимедийная презентация, калькуляторы.
Формы организации учебной деятельности: основная –фронтальная, сопутствующая – групповая.

Структура урока:

I.   Организационный момент: подготовка учащихся к восприятию новых знаний, сообщение темы и целей урока. (2 минут)

II.Проверка домашнего задания: (5 минут )

–      проверка выполнения письменного задания обходом по рядам;

–      фронтальная беседа по проверке хода решения задачи.

III.  Повторение пройденного материала.(5 мин)

IV.   Изложение нового материала по плану. (10 минут )
V.     Самостоятельной усвоение новых знаний( 5мин)

-Работа по опорным конспектам.

VI.   Закрепление нового материала: (3мин)

–           повторение наиболее трудных, важных вопросов;

–           выполнение упражнений устных и письменных;

–           решение задач (качественных, количественных, познавательных, тренировочных, развивающих);

VII.     Самостоятельная работа(10 мин)

–       письменная фронтальная работа;

VIII.   Подведение итогов урока(3мин)

–    систематизация и обобщение знаний;

–    выставление и корректирование оценок;

–    анализ проделанной на уроке работы;

–    поведение на уроке.

IX.    Домашнее задание: (2 мин)
-выделение основного в домашнем задании;

-изучение материала по новой теме;

-выполнение упражнений по новой теме.

X.     Индивидуальные задания : (2 мин)

–    подготовка рефератов различной тематики;

Ход урока

	№ эт
	Наименование

этапа
	Дидактические цели этапа

	1
	Организационный момент
	Обеспечить внешнюю обстановку для работы на уроке; психологически подготовить к общению на уроке

	Методы и средства обучения - Приветствие, психологический настрой

	2
	Проверка домашнего задания
	Проверка выполнения письменного задания

	3.
	Повторение пройденного материала
	Проверка выполнения письменного задания

	4.
	Изложение нового материала по плану
	 Матрицей называется прямоугольная таблица чисел, содержащая m строк одинаковой длины (или n столбцов одинаковой длины). Матрица записывается в виде
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Действия над матрицами
Сложение
Операция сложения матриц вводится только для матриц одинаковых размеров.

Суммой двух матриц [image: image12.wmf](
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Умножение вектора на число
Произведением матрицы [image: image18.wmf](
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Произведение матриц

Операция умножения двух матриц вводится только для случая, когда число столбцов первой матрицы равно числу строк второй матрицы. Произведением матрицы 
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т. е. элемент i-й строки и k-го столбца матрицы произведения С равен сумме произведений элементов i-й строки матрицы А на соответствующие элементы k-го столбца матрицы В.
Тогда произведение 
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 не определено, так как число столбцов матрицы А (их 3) не совпадает с числом строк матрицы В (их 2). При этом определено произведение 
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, которое считают следующим образом: 
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     Умножение матриц обладает следующими свойствами:

              1. 
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Определитель матрицы

Квадратной матрице А порядка n можно сопоставить число det А (или 
[image: image36.wmf]А

, или 
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), называемое ее определителем, следующим образом:

1. 
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3. 
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Свойства определителей
Если все  элементы некоторого ряда про​порциональны соответствующим элементам параллельного ряда, то такой определитель равен нулю.
Свойство1. («Элементарные преобразования определителей»). Определитель не изменится, если к элементам одного ряда прибавить соответ​ствующие элементы параллельного ряда, умноженные на любое число.
Минором некоторого элемента 
[image: image42.wmf]ij
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 определителя n-го порядка называется определитель  n - 1-го порядка, полученный из исходного путем вычеркивания строки и столбца, на пересечении которых находится выбранный элемент. Обозначается 
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 Алгебраическим дополнением элемента 
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 определителя называется его  минор, взятый со знаком «плюс», если сумма 
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 четное число, и со знаком «минус», если эта сумма нечетная. Обозначается  
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Свойство 2. («Разложение определителя по элементам некоторого ряда»). 

Определитель равен сумме произведений элементов некоторого ряда на соответствующие им алгебраические дополнения.  В случае определителей 3-го порядка свойство 7 означает, что
                                  
[image: image51.wmf].
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Квадратная матрица А называется невырожденной, если определитель ∆ = det A≠0. В противном случае (∆ = 0) матрица А называется вырожденной.

Союзная и обратная матрицы

Матрицей союзной к матрице А называется матрица:

A*= [image: image52.wmf]÷
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где А[image: image53.wmf]ij

 - алгебраическое дополнение элемента а[image: image54.wmf]ij

 данной матрицы А.  Матрица А[image: image55.wmf]1
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 называется обратной матрице А, если выполняется условие  А·А[image: image56.wmf]1
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где Е – единичная матрица того же порядка, что и матрица А. 

     Пусть А – невырожденная матрица

                                                   A=[image: image58.wmf]÷
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     Составим союзную матрицу 

                                                 A*=[image: image59.wmf]÷
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     Отметим свойства обратной матрицы:

1. det(A[image: image65.wmf]1
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	Самостоятельной усвоение новых знаний
	   Работа по опорным конспектам                            

	6
	Закрепление нового материала:
	Пример по выполнению практических заданий
Пример 1. 
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Пример 2. [image: image75.wmf].
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Пример 3. 
[image: image76.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

2

1

3

1

,

0

1

3

1

2

1

B

A

. 
Пример 4. Найти определитель матрицы 
[image: image77.wmf]÷
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 Решение: 
[image: image78.wmf].
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Пример 5.   Вычислить определитель
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Ответ: =4.


Пример 7. Найти А[image: image80.wmf]1
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Решение: 
[image: image82.wmf]=
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Составим союзную матрицу. Для этого вычислим алгебраические дополнения:
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)

6

8

(

4

3

2

2

)

1

(

2

1

12

=

+

-

-

=

-

-

-

=

+

А

                  
[image: image87.wmf]1

3

4

2

1

3

2

)

1

(

1

3

31

=

-

=

-

-

×

-

=

+

А

  


[image: image88.wmf]1

)

3

4

(

2

3

1

2

)

1

(

3

1

13

=

-

=

-

=

+

А

                          
[image: image89.wmf]8

)

6

2

(

2

2

3

1

)

1

(

2

3

32

=

-

-

-

=

-

×

-

=

+

А

                          


[image: image90.wmf]2

)

6

8

(

4

2

3

2

)

1

(

1

2

21

-

=

-

-

=

-

-

×

-

=

+

А

             
[image: image91.wmf]5

4

1

1

2

2

1

)

1

(

3

3

33

=

+

=

-

×

-

=

+

А



[image: image92.wmf]13

9

4

4

3

3

1

)

1

(

2

2

22

-

=

-

-

=

-

×

-

=

+

А


Союзная матрица будет следующей: 
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. Вычислим обратную матрицу:
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Проверкой  
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  убеждаемся, что обратная матрица найдена верно.
Пример 1. Решить систему уравнений методом обратных матриц:
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Решение:    
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Составим союзную матрицу. Для этого вычислим алгебраические дополнения:
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Союзная матрица будет следующей: 
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Вычислим обратную матрицу:
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Найдем решение системы по формуле (6):
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Итак, решением системы будет тройка чисел (1; 2; -1)
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	Самостоятельная работа
	Задания для практического занятия:

      Даны матрицы А и В. Найти:

1. A+ B, A-B
2. C=2A-3B
3. AB; BA
4. det A; det B
5. A‾ ¹, B‾ ¹. Проверить правильность их нахождения умножением [image: image113.wmf]1
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	8
	Подведение итогов урока
	Дать качественную оценку работы группы и отдельных студентов

Выявить качество усвоения знаний и способов действий; определить недостатки в знаниях и способах действий; установить причины выявленных недостатков; развивать оценочные навыки

	9
	Домашнее задание
	Обеспечить понимание  студентами цели, содержания и способов выполнения д/задания

	10
	Индивидуальные задания
	

	9
	Рефлексия
	Инициировать рефлексию по поводу своего эмоционального состояния, своей деятельности, обеспечить усвоение принципов саморегуляции и сотрудничества

	Что нового вы узнали?

Что бы вы еще хотели узнать?

Какое настроение у вас сейчас?
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Смотрите на рис. 1-3, какие бывают матрицы. Если матрица состоит из одной строки, она называется матрицей–строкой, а если из одного столбца, то матрицей–столбцом. Матрица называется квадратной n–го порядка, если число строк у неё равно числу столбцов и равно n. Если все элементы матрицы равны нулю, то это нулевая матрица. Квадратная матрица называется диагональной, если равны нулю все её элементы, кроме расположенных на главной диагонали.
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Матрицы: основные определения и понятия
Задание. Чему равен элемент [image: image122.png]


 матрицы [image: image123.png]1
1

4
3

o
7



 ?

Решение. Находим элемент, который стоит на пересечении второй строки и третьего столбца:

[image: image124.png](1 a4 foly

sropan crpoxa (\_—1_3 [7]D

TpeTuit cronbeu




Таким образом, [image: image125.png](23



.

Ответ. [image: image126.png](23




Умножение матрицы на число

Теоретический материал по теме - умножение матрицы на число.

Пример
Задание. Пусть [image: image127.png]


 . Найти матрицу [image: image128.png]


.

Решение. [image: image129.png]



Ответ. [image: image130.png]



Сложение и вычитание матриц

Теоретический материал по теме - сложение и вычитание матриц.

Пример
Задание. Найти [image: image131.png]


, если [image: image132.png]


,[image: image133.png]



Решение. [image: image134.png]
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Ответ. [image: image136.png]



Пример
Задание. Найти матрицу [image: image137.png]


, если [image: image138.png]



Решение. [image: image139.png]
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Ответ. [image: image141.png]



Умножение матриц

Теоретический материал по теме - умножение матриц.

Пример
Задание. Вычислить [image: image142.png]


 и [image: image143.png]


, если [image: image144.png]



Решение. Так как [image: image145.png]


 , а [image: image146.png]


 , то произведение возможно и результатом операции умножения будет матрица[image: image147.png](= Cyx2



 , а это матрица вида [image: image148.png]11
cay

€31



 .

Вычисли элементы матрицы [image: image149.png]


 :

[image: image150.png]



[image: image151.png]



[image: image152.png]



[image: image153.png]
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Итак, [image: image156.png]e

—1
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 .

Выполним произведения в более компактном виде:

[image: image157.png]
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Найдем теперь произведение [image: image159.png]


. Так как количество столбцов матрицы [image: image160.png]


 (первый сомножитель) не совпадает с количеством строк матрицы [image: image161.png]


 (второй сомножитель), то данное произведение неопределенно. Умножить матрицы в данном порядке невозможно.

Ответ. [image: image162.png]


 . В обратном порядке умножить данные матрицы невозможно, так как количество столбцов матрицы [image: image163.png]


 не совпадает с количеством строк матрицы [image: image164.png]


 .

Транспонирование матрицы

Теоретический материал по теме - транспонирование матрицы.

Пример
Задание. Найти матрицу [image: image165.png]


, если [image: image166.png]



Решение. [image: image167.png]



Ответ. [image: image168.png]



Минор и алгебраическое дополнение

Теоретический материал по теме - минор и алгебраическое дополнение.

Пример
Задание. Найти минор [image: image169.png]


 к элементу [image: image170.png]


 определителя[image: image171.png]


 .

Решение. Вычеркиваем в заданном определителе вторую строку и третий столбец:

[image: image172.png]



тогда [image: image173.png]



Ответ. [image: image174.png]



Пример
Задание. Найти алгебраическое дополнение [image: image175.png]


 к элементу [image: image176.png]


определителя [image: image177.png]


 .

Решение. [image: image178.png]+ s |1 2
Aoy = (1% Mg = (~1) ‘ ! x‘





Ответ. [image: image179.png]



Вычисление определителя

Теоретический материал по теме - методы вычисления определителей.

Пример
Задание. Вычислить определитель второго порядка [image: image180.png]



Решение. [image: image181.png]+14 = 69




Ответ. [image: image182.png]



Пример
Задание. Вычислить определитель [image: image183.png]4
1

3
1
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-1
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-2



 методом треугольников.

Решение. [image: image184.png]31 (=2)+4-(=2) - (~1)+
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Ответ. [image: image186.png]1 1 3
1 -2 -2





Пример
Задание. Вычислить определитель [image: image187.png]



Решение. Выполним следующие преобразования над строками определителя: из второй строки отнимем четыре первых, а из третьей первую строку, умноженную на семь, в результате, согласно свойствам определителя, получим определитель, равный данному.
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Определитель равен нулю, так как вторая и третья строки являются пропорциональными.

Ответ. [image: image190.png]



Пример
Задание. Вычислить определитель [image: image191.png]


приведением его к треугольному виду.

Решение. Сначала делаем нули в первом столбце под главной диагональю. Все преобразования будет выполнять проще, если элемент [image: image192.png](11



 будет равен 1. Для этого мы поменяем местами первый и второй столбцы определителя, что, согласно свойствам определителя, приведет к тому, что он сменит знак на противоположный:

[image: image193.png]-





Далее получим нули в первом столбце, кроме элемента [image: image194.png](11



 , для этого из третьей строки вычтем две первых, а к четвертой строке прибавим первую, будем иметь:

[image: image195.png]0





Далее получаем нули во втором столбце на месте элементов, стоящих под главной диагональю. И снова, если диагональный элемент будет равен [image: image196.png]


 , то вычисления будут более простыми. Для этого меняем местами вторую и третью строки (и при этом меняется на противоположный знак определителя):

[image: image197.png]



Далее делаем нули во втором столбце под главной диагональю, для этого поступаем следующим образом: к третьей строке прибавляем три вторых, а к четвертой - две вторых строки, получаем:

[image: image198.png]-10
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Далее из третьей строки выносим (-10) за определитель и делаем нули в третьем столбце под главной диагональю, а для этого к последней строке прибавляем третью:

[image: image199.png]
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Ответ. [image: image201.png]



Нахождение обратной матрицы

Теоретический материал по теме - нахождение обратной матрицы.

Пример
Задание. Для матрицы [image: image202.png]


 найти обратную методом присоединенной матрицы.

Решение. Приписываем к заданной матрице [image: image203.png]


 справа единичную матрицу второго порядка:
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От первой строки отнимаем вторую (для этого от элемента первой строки отнимаем соответствующий элемент второй строки):

[image: image205.png]



От второй строки отнимаем две первых:

[image: image206.png]



Первую и вторую строки меняем местами:

[image: image207.png]



От второй строки отнимаем две первых:

[image: image208.png]



Вторую строку умножаем на (-1), а к первой строке прибавляем вторую:

[image: image209.png]



Итак, слева получили единичную матрицу, а значит матрица, стоящая в правой части (справа от вертикальной черты), является обратной к исходной.

Таким образом, получаем, что [image: image210.png]



Ответ. [image: image211.png]



Пример
Задание. Найти обратную матрицу для [image: image212.png]



Решение. Шаг 1. Находим определитель: [image: image213.png]140




Шаг 2. [image: image214.png]



Шаг 3. [image: image215.png]



Ответ. [image: image216.png]



Пример
Задание. Найти обратную матрицу к матрице [image: image217.png]



Решение. Вычисляем определитель матрицы:
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[image: image219.png]-1-(-1)-2-3-1-1-2-0-(-1)=1+4+1240+2—





Так как определитель не равен нулю, то матрица имеет обратную. Обратная матрица [image: image220.png]


 к матрице [image: image221.png]


 находится по формуле:

[image: image222.png]



Найдем союзную матрицу [image: image223.png]


 , для этого вычислим алгебраические дополнения к элементам матрицы [image: image224.png]


 :
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Таким образом, [image: image234.png]



Транспонируем эту матрицу (т.е. строки матрицы делаем столбцами с тем же номером):

[image: image235.png]



Итак, [image: image236.png]



Ответ. [image: image237.png]



Пример
Задание. Найти ранг матрицы [image: image238.png]10




Решение. С помощью элементарных преобразований над ее строками приведем матрицу [image: image239.png]


 к ступенчатому виду. Для этого вначале от третьей строки отнимем две вторых:

[image: image240.png]



От второй строки отнимаем четвертую строку, умноженную на 4; от третьей - две четвертых:

[image: image241.png]



Ко второй строке прибавим пять первых, к третьей - три третьих:
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Меняем местами первую и вторую строчки:
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Далее четвертую и первую строки:
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Ответ. [image: image245.png]Ian:





Пример
Задание. Найти ранг матрицы [image: image246.png]2 -1 -2
1 3 0
-2 6 6

)



 , используя метод окаймления миноров.

Решение. Минорами минимального порядка являются миноры первого порядка, которые равны элементам матрицы [image: image247.png]


 . Рассмотрим, например, минор [image: image248.png]


 . расположенный в первой строке и первом столбце. Окаймляем его с помощью второй строки и второго столбца, получаем минор [image: image249.png]M3



 ; рассмотрим еще один минор второго порядка, для этого минор [image: image250.png]


окаймляем при помощи второй строки и третьего столбца, тогда имеем минор [image: image251.png]ME = ’H 540



 , то есть ранг матрицы не меньше двух. Далее рассматриваем миноры третьего порядка, которые окаймляют минор [image: image252.png]


 . Таких миноров два: комбинация третьей строки со вторым столбцом или с четвертым столбцом. Вычисляем эти миноры:

[image: image253.png]



так как содержит два пропорциональных столбца (первый и второй); второй минор

[image: image254.png]



преобразуем следующим образом: к первой строке прибавим третью, а ко второй две третьих:

[image: image255.png]0 15 12 [ =0
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И так как первая и вторая строки пропорциональны, то минор равен нулю.

Таким образом, все окаймляющие миноры третьего порядка равны нулю. А, значит, ранг матрицы [image: image256.png]


 равен двум: [image: image257.png]Ian:





Ответ. [image: image258.png]Ian:





Начнём с определений. Что такое матрица? Это прямоугольная таблица чисел, функций или алгебраических выражений. Зачем нужны матрицы? Они сильно облегчают сложные математические расчёты. У матрицы можно выделить строки и столбцы (рис. 1).








Строки и столбцы нумеруются, начиная слева сверху (рис. 1-1). Когда говорят: матрица размером m n (или m на n), подразумевают под m количество строк, а под n количество столбцов. Например, матрица на рисунке 1-1 имеет размер "4 на 3", а не "3 на 4".








Сразу объясняю, что такое главная диагональ. На ней номера строк и столбцов одинаковые. Идёт она слева направо сверху вниз. (рис. 3) Элементы называются диагональными, если они расположены на главной диагонали. Если все диагональные элементы равны единице (а остальные нулю), матрица называется единичной. Две матрицы A и B одинакового размера называются равными, если все их элементы одинаковые.
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