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ВВЕДЕНИЕ

Тригонометрические уравнения  и неравенства одна из самых сложных тем в школьном курсе математики. Нестандартные методы решения тригонометрических уравнений вызывают особый интерес как у учителей, так и у учеников, которые интересуются математикой. Практика решения таких примеров определяет более высокое качество усвоения тригонометрии, полезна для развития и укрепления способностей к самостоятельному логическому мышлению, для обогащению математической культуры.
Данное пособие может быть использовано в качестве учебного материала при подготовке учителя к урокам, при составлении содержания факультативов для школьников, так же пособие может применяться при подготовке учащихся к вступительным экзаменам и внешнему тестированию.

В первой и второй части приведены основные тригонометрические формулы, хорошо известные из школьного курса, приведены формулы упрощающия выражения, содержащие обратные тригонометрические функции, изложены основные методы решения тригонометрических уравнений. 
В третьей и пятой части  рассматриваются нестандартные тригонометрические уравнения, решения которых основано на функциональном подходе, методе симметрии, графоаналитическом методе.
В четвертой части рассматриваются тригонометрические неравенства. Подробно рассмотрены методы решения элементарных тригонометрических неравенств, как на единичной окружности, так и графическим методом. 
В шестой части представлены задачи для самостоятельного решения, оформленные в виде теста. В 20 заданиях теста приведены наиболее сложные задания, которые могут встретиться на централизованном тестировании.
1.Основные тригонометрические формулы
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Простейшие тригонометрические уравнения
1 Уравнение cosx=a

Арккосинусом числа 
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[image: image11.wmf]a

=

a

arccos

, если 
[image: image12.wmf]a

=

a

cos

 и 
[image: image13.wmf]p

a

£

£

0

.

Все корни уравнения cosx=a можно находить по формуле: 
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Некоторые частные случаи: 
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2 Уравнение sinx=a

Арксинусом числа 
[image: image16.wmf]]
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Все корни уравнения 
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 можно находить по формуле: 
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Некоторые частные случаи: 
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3 Уравнение tgx=a

Арктангенсом числа 
[image: image24.wmf]R
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Все корни уравнения 
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2.Тригонометрические уравнения

1 Решение простейших тригонометрических уравнений

Фактически решение тригонометрических уравнений сводится к решению простейших тригонометрических уравнений вида: cosx=a, sinx=a, tgx=a.

Пример. Решить уравнение 
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Решение.
По формуле находим 
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2 Решение тригонометрических уравнений с помощью формул

Для решения большинства таких уравнений требуется применение различных формул и преобразований тригонометрических выражений.
Примеры.
1) Уравнения, сводящиеся к квадратным.
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Решение.
Это уравнение является квадратным относительно cosx. Введем замену переменных cosx=k, тогда получим уравнение: 
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. Таким образом решение сводится к решению двух уравнений:

cosx=1 имеет корни 
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cosx=-2 не имеет корней.
2) Уравнения допускающие понижение степени (6).
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Решение.
Выразим 
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3) Уравнения, сводящиеся к степенным с помощью замены 
[image: image45.wmf].
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Решение.
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4) Решение уравнений с применением формул (4-5).
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Решение.
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5) Однородные уравнения
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Решение.
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 Делаем замену 
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 Получаем квадратное уравнение: 
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6)Решение уравнений с помощью разложения на множители
Многие тригонометрические уравнения, правая часть которых равна нулю, решаются разложением их левой части на множители.

Примеры. 

	1) sin2x+cosx=0

2sinxcosx+cosx=0

cosx (2sinx+1) =0

cosx=0


[image: image56.wmf]Z

n

 

,

2

2

1

Î

+

=

n

x

p

p

,

или sinx=1/2
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	2) cos3x+sin5x=0


[image: image58.wmf]0

)

5

2

cos(

3

cos

=

-

+

x

x

p



[image: image59.wmf]0

)

4

4

cos(

)

4

cos(

2

=

-

-

p

p

x

x



[image: image60.wmf])

4

cos(

x

-

p

=0


[image: image61.wmf]Z

n

 

,

4

3

1

Î

+

=

n

x

p

p

,


[image: image62.wmf]0

)

4

4

cos(

=

-

p

x

 
[image: image63.wmf]Z

n

 

,

4

16

3

2

Î

+

=

n

x

p

p

. 


3 Решение тригонометрических уравнений повышенной сложности
Все трудности при решении таких уравнений возникают, как правило: из-за большого числа преобразований, каких-либо нестандартных подходов, исключения некоторых корней из решений.

1)Метод универсальной подстановки

Используют формулы:
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Пример.
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Решение.

Подставим вместо функций выражения через 
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Делаем замену 
[image: image68.wmf].
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 Решаем алгебраическое уравнение:


[image: image69.wmf].

,

2

11

3

2

,

11

3

2

)

4

,

,

2

11

3

2

,

11

3

2

)

3

,

,

2

3

2

,

3

2

)

2

;

,

2

3

2

,

,

3

2

,

3

2

)

1

,

11

3

)

2

;

3

)

1

,

11

3

,

9

,

0

27

102

11

,

,

0

27

102

11

,

1

1

2

4

1

2

6

1

1

4

59

4

,

3

2

,

1

2

1

2

2

2

4

2

2

2

2

Z

s

s

arctg

x

x

tg

Z

m

m

arctg

x

x

tg

Z

k

k

arctg

x

x

tg

Z

n

n

arctg

x

Z

n

n

arctg

x

x

tg

t

t

z

z

z

z

z

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

Î

+

-

=

-

=

Î

+

=

=

Î

+

-

=

-

=

Î

+

=

Î

+

=

=

±

=

±

=

Þ

=

=

=

+

-

Þ

=

=

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

p

p

p

p

p


2)Введение вспомогательного угла
Таким способом решаются уравнения вида: 
[image: image70.wmf].
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Делят обе части уравнения на 
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Пример.
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Решение.
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3)Умножение на определенную тригонометрическую функцию

Пример.

[image: image76.wmf]x
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Решение.

Умножим обе части уравнения на 
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4)Использование ограниченности функций 
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Пример.
Решение.
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Так как 
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Так как 
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Так как 
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Перемножим эти равенства, получим 
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Равенство возможно, если каждое принимает наименьшее значение:
[image: image89.wmf]
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5)Уравнения, что содержат алгебраическую сумму или произведение относительно 
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Условие, которое необходимо для существования решения: 
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Пример.
Решение.
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[image: image96.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image97.wmf](
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6)Функциональные методы решения тригонометрических и комбинированных уравнений

Не всякое уравнение 
[image: image98.wmf])
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 в результате преобразований может быть сведено к уравнению того или иного стандартного вида, для которого существует определенный метод решения. В таких случаях оказывается полезным использовать такие свойства функций 
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, как монотонность, ограниченность, четность, периодичность и др. Так, если одна из функций убывает, а вторая возрастает на промежутке 
[image: image101.wmf]I

, то при наличии у уравнения 
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 корня на этом промежутке, этот корень единственный, и тогда его, например, можно найти подбором. Если же функция 
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 ограничена сверху, причем 
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 равносильно системе уравнений 
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Пример 1 Решить уравнение 
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Решение. Преобразуем исходное уравнение к виду 
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и решим его как квадратное относительно 
[image: image111.wmf]x

. Тогда получим, 
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Решим первое уравнение совокупности. Учтя ограниченность функции 
[image: image113.wmf]6
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, приходим к выводу, что уравнение может иметь корень только на отрезке 
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 убывает. Следовательно, если это уравнение имеет корень, то он единственный. Подбором находим 
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Ответ. 
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7)Метод симметрии

Метод симметрии удобно применять, когда в формулировке задания присуствует требование единственности решения уравнения, неравенства, системы и т.п. или точное указание числа решений. При этом следует обнаружить какую-либо симметрию заданных выражений.

Нужно также учитывать многообразие различных возможных видов симметрии.

Не менее важным является четкое соблюдение логических этапов в рассуждениях с симметрией.

Обычно симметрия позволяет установить лишь необходимые условия, а затем требуется проверка их достаточности.
Пример 2 Найти все значения параметра 
[image: image119.wmf]a

, при которых уравнение 
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 имеет единственное решение. 
Решение. Заметим, что 
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 --- четные функции, поэтому левая часть уравнения есть четная функция.

Значит если 
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 --- единственное решение уравнения, то, необходимо, 
[image: image126.wmf]0

=

0

x

.

Отберем возможные значения 
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, потребовав, чтобы 
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 было корнем уравнения. 
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Сразу же отметим, что другие значения 
[image: image130.wmf]a

 не могут удовлетворять условию задачи.

Но пока не известно, все ли отобранные 
[image: image131.wmf]a

 в действительности удовлетворяют условию задачи.
Достаточность.
1) 
[image: image132.wmf]0

=

a

, уравнение примет вид 
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, уравнение примет вид: 


[image: image135.wmf].

sincos

1

sin

4

=

1

sin

4

0

=

1

sin

4

sincos

1

sin

4

2

2

2

2

x

x

x

x

+

Ü

+

-


Очевидно, что 
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. Следовательно, последнее уравнение равносильно системе: 
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Тем самым, мы доказали, что при 
[image: image140.wmf]1
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, уравнение имеет единственное решение.
Ответ. 
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4.ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА

1.Решение тригонометрических неравенств с помощью единичной окружности

При решении тригонометрических неравенств вида 
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 --- одна из тригонометрических функций, удобно использовать тригонометрическую окружность для того, чтобы наиболее наглядно представить решения неравенства и записать ответ. Основным методом решения тригонометрических неравенств является сведение их к простейшим неравенствам типа 
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. Разберём на примере, как решать такие неравенства.
Пример 3 Решите неравенство 
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Решение. Нарисуем тригонометрическую окружность и отметим на ней точки, для которых ордината превосходит 
[image: image146.wmf]2
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Для 
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. Ясно также, что если некоторое число 
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 будет отличаться от какого-нибудь числа из указанного интервала на 
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, то 
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 также будет не меньше 
[image: image153.wmf]2
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. Следовательно, к концам найденного отрезка решения нужно просто добавить 
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. Окончательно, получаем, что решениями исходного неравенства будут все 
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Ответ. 
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Для решения неравенств с тангенсом и котангенсом полезно понятие о линии тангенсов и котангенсов. Таковыми являются прямые 
[image: image157.wmf]1

=

x

 и 
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 соответственно (на рисунке (1) и (2)), касающиеся тригонометрической окружности.
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Легко заметить, что если построить луч с началом в начале координат, составляющий угол 
[image: image160.wmf]a

 с положительным направлением оси абсцисс, то длина отрезка от точки 
[image: image161.wmf](1;0)

 до точки пересечения этого луча с линией тангенсов в точности равна тангенсу угла, который составляет этот луч с осью абсцисс. Аналогичное наблюдение имеет место и для котангенса.
Пример 4 Решите неравенство 
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Решение. Обозначим 
[image: image163.wmf]3

=

x

t

+

p

, тогда неравенство примет вид простейшего: 
[image: image164.wmf]1

-

³

t

. Рассмотрим интервал 
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 длиной, равной наименьшему положительному периоду (НПП) тангенса. На этом отрезке с помощью линии тангенсов устанавливаем, что 
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Ответ. 
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Неравенства с обратными тригонометрическими функциями удобно решать с использованием графиков обратных тригонометрических функций. Покажем, как это делается на примере.

2.Решение тригонометрических неравенств графическим методом

Заметим, что если 
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 --- периодическая функция, то для решения неравенства 
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 необходимо найти его решения на отрезке, длина которого равна периоду функции 
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, отличающихся от найденных на любое целое число периодов функции 
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Рассмотрим решение неравенства 
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Пусть 
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[image: image211.wmf]n

a

x

n

a

p

p

p

2

arcsin

<

<

2

arcsin

+

-

+

.

Аналогично решаются неравенства 
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 Пример 5 Решим неравенство 
[image: image214.wmf]0

>

sin

x

. 

Решение. Рассмотрим график функции 
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и выберем из промежутка 
[image: image217.wmf]]
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Ответ. 
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Пример 6 Решите неравенство 
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Решение. Нарисуем график функции 
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Это точка с абсциссой 
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 и составляют:
Ответ. 
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5.Практикум

1)sinx +√2-sin²x + sinx√2-sin²x = 3


Данное уравнение рационально решать методом функциональной подстановки.

Пусть u = sinx и v = +√2-sin²x . Так как –1≤u≤1 и v≥1, то u+v≥0.                            Кроме того, имеем u² + v² =2.

В таком случае из уравнения получаем систему уравнений


u + v + uv = 3

u² + v² =2

Пусть теперь r = u+v и s=uv, тогда из системы уравнений следует


r + s = 3

r² - 2s = 2

Отсюда с учетом того, что r≥0, получаем r = 2 и s = 1. Следовательно, имеет место


u + v = 2

uv = 1

u = v = 1

Поскольку, u = sinx и u = 1, то sinx = 1 и x = π/2+2πk, k(Z

Ответ: x = π/2+2πk, k(Z

2)cos
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Данное уравнение рационально решать функциональным методом.

cos
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x2+1≥1     =>

cos
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x=0

Ответ: х=0

5sinx-5tgx

                   +4(1-cosx)=0

  sinx+tgx

Данное уравнении рационально решать методом фунциональной подстановки.

Так как tgx не определен при x = π/2+πk, k(Z, а sinx+tgx=0 при x = πk, k(Z, то углы x = πk/2, k(Z не входят в ОДЗ уравнения.

Используем формулы тангенса половинного угла и обозначим t=tg(x/2), при этом по условию задачи t≠0;±1, тогда получим


       2t                 2t

5                  -                           

      1+t²             1-t²                     1-t²

                                       +4    1-              =0

      2t                 2t                       1+t²

                   +               

     1+t²             1-t²

Так как t≠0;±1, то данное уравнение равносильно уравнению

           8t²

-5t² +            = 0 (-5-5t² + 8 = 0

          1+t²

откуда t = ±√3/5,. Следовательно, x = ±2arctg√3/5  +2πk, k(Z

Ответ: x = ±2arctg√3/5  +2πk, k(Z

4)tgx+ctgx+tg²x+ctg²x+tg³x+ctg³x=6

Данное уравнение рационально решать методом функциональной подстановки.

Пусть y=tgx+ctgx, тогда tg²x+ctg²x=y²-2, tg³x+ctg³x=y³-3y

y³+y²-2y-8=0

y=2

Так как tgx+ctgx=2, то tgx+1/ tgx=2. Отсюда следует, что tgx=1 и x = π/4+πk, k(Z

Ответ: x = π/2+2πk, k(Z

5)2cos πx=2x-1

Данное уравнение рационально решать графическим методом.

[image: image238.png]



Точка пересечения графиков имеет координаты (0,5; 0). Следовательно, х=0,5

Ответ: х=0,5

6)3+(х-π)2=1-2cosx

Данное уравнение рационально решать функциональным методом.

(х-π)2+2=-2cosx

(х-π)2+2≥2

                                                           -2cosx≤2
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    =>  x=π, при k=0

Ответ: x=π

7)10|sinx|=10|cosx|-1

Данное уравнение рационально решать графоаналитическим методом.

Т.к. 10>1, то данное уравнение равносильно следующему:

 |sinx|=|cosx|-1
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Точки пересечения графиков имеют координаты (
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Ответ: х=
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Пример 8.7 Найти корни уравнения: 
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Решение этого уравнения распадается на два этапа: 1) решение уравнения, получающегося из данного возведением в квадрат обеих его частей; 2) отбор тех корней, которые удовлетворяют условию 
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, удовлетворяющие возведенному в квадрат уравнению, этому условию удовлетворяют.

Первый шаг нас приводит к уравнению 
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Теперь надо определить, при каких 
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 рассмотреть значения 
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, т. е. <<обойти один раз круг>>, поскольку дальше значения косинуса начнут повторяться, получившиеся углы будут отличаться от уже рассмотренных на величину, кратную 
[image: image258.wmf]p

2

.
Ответ. 
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6.ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Тест по теме <<Тригонометрические уравнения>>
• Объединение каких множеств 
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• Решите уравнение 
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• Решите уравнение 
[image: image283.wmf]16

1

=

8

cos

4

cos

2

cos

cos

x

x

x

x

.

a) 
[image: image284.wmf]17

)

2

(1

=

,

15

2

=

2

1

m

x

n

x

+

p

p


б) 
[image: image285.wmf]Z

Î

+

¹

¹

+

t

t

m

t

n

m

x

n

x

,

17

8

,

15

,

17

)

2

(1

=

,

15

2

=

2

1

p

p


в) 
[image: image286.wmf]Z

Î

+

¹

¹

+

t

t

m

t

n

m

x

n

x

,

5

13

,

16

,

17

)

2

(1

=

,

15

2

=

2

1

p

p


г) 
[image: image287.wmf]Z

Î

+

¹

¹

+

t

t

m

t

n

m

x

n

x

,

17

8

,

14

,

17

)

2

(1

=

,

15

2

=

2

1

p

p


• Решите уравнение 
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• Решите уравнение 
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• Среди множеств 
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и укажите те, которые не являются подмножествами друг друга.
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• Решите уравнение 
[image: image331.wmf]0

=

3

cos

2

sin

3

cos

2

2

3

-

-

+

x

x

x

.

а) 
[image: image332.wmf]Z

Î

+

±

k

k

x

,

2

3

2

=

1

p

p

 б) 
[image: image333.wmf]Z

Î

+

+

±

k

k

x

k

x

,

2

2

=

,

2

3

2

=

2

1

p

p

p

p


в) 
[image: image334.wmf]Z

Î

+

+

k

k

x

k

x

,

2

2

=

,

2

3

2

=

2

1

p

p

p

p

 г) 
[image: image335.wmf]Z

Î

+

+

-

k

k

x

k

x

,

2

2

=

,

2

3

2

=

2

1

p

p

p

p


• Сумма корней уравнения 
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В ответе записать количество корней уравнения, принадлежащих отрезку 
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• Решите уравнение 
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• Решите уравнение 
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Найдите набольший отрицательный корень уравнения: 
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• Решите уравнение 
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